
Aula 7

Propriedades: Seja Ω ⊂ R3 um conjunto aberto,
F,G : Ω ⊂ R3 → R3 campos vetoriais de classe C2(Ω),
f : Ω ⊂ R3 → R um campo escalar de classe C2(Ω) e
α, β ∈ R constantes arbitrárias.
Então tem-se:

i) rot (αF + βG) = α rotF + β rotG (linearidade).

ii) rot (fF) = f rotF +∇f × F.

iii) rot(∇f ) = 0.

iv) div(rotF) = 0.



Teorema da Divergência

(ou de Gauss-Ostrogradsky)

Teorema: Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado, com
uma fronteira ∂Ω seccionalmente constitúıda por uma
variedade diferenciável de dimensão n− 1 (variedade com
cantos).
Seja F : Ω ⊂ Rn → Rn, F = (F1, F2, . . . , Fn), um campo
vetorial de classe pelo menos C1. Então, tem-se�

Ω

divFdVn =

�
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F · ν dVn−1,

em que ν é a normal unitária exterior à fronteira de Ω.



Teorema de Green e Teorema da Divergência em R2
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Significado da Divergência

Proposição: Seja F : Rn → Rn um campo vetorial de classe
C1(Rn). Então

divF(x) = lim
ε→0

1

Voln(Bε(x))

�
Sε(x)

F · ν dS,

em que Bε(x) é a bola de raio ε centrada em x e
Sε(x) = ∂Bε(x) a correspondente esfera que constitui a sua
fronteira.



Variedades com Bordo

Definição: Diz-se que M ⊂ Rn é uma variedade diferenciável de
dimensão m < n com bordo (mergulhada em Rn) e de classe Ck se,

para qualquer ponto p ∈ M , existe uma bola B(p) centrada em p tal que o

conjunto dos pontos de M na bola, ou seja o conjunto M ∩B(p), pode

ser descrito de uma das duas seguintes formas:

� p interior à variedade: Como imagem duma parametrização dada

por uma função injetiva g : Br(0) ⊂ Rm → Rn de classe Ck(T ),

definida numa bola Br(0) ⊂ Rm, centrada na origem,

Br(0) = {(u1, u2, . . . , um) ∈ Rm : u21 + · · ·u2m < r2},

com inversa cont́ınua g−1 : g(Br(0)) → Br(0) e g(0) = p.

� p no bordo da variedade: Como imagem duma parametrização

dada por uma função injetiva g : B+
r (0) ⊂ Rm → Rn de classe

Ck(T ), definida numa meia-bola B+
r (0) ⊂ Rm, centrada na origem,

B+
r (0) = {(u1, u2, . . . , um) ∈ Rm : u21 + · · ·u2m < r2}

∩ {u1 ≥ 0},

com inversa cont́ınua g−1 : g(B+
r (0)) → B+

r (0) e g(0) = p.



Sem Bordo vs Com Bordo

Proposição: O conjunto dos pontos interiores duma variedade com bordo

de dimensão m formam uma variedade sem bordo de dimensão m.

O conjunto dos pontos do bordo de uma variedade com bordo de dimensão

m formam uma variedade sem bordo de dimensão m− 1.



Teorema de Stokes

Teorema: Seja S ⊂ R3 uma superf́ıcie, isto é, uma variedade de dimensão

2, limitada, orientável e com bordo ∂S seccionalmente regular.

Seja F : Ω ⊂ R3 → R3 um campo vetorial de classe pelo menos C1 no

aberto Ω, com S ∪ ∂S ⊂ Ω. Então, tem-se�
S

rotF · νdS =

�
∂S

F · dγ,

em que γ é um caminho que percorre ∂S com orientação compat́ıvel com a

de ν (regra da mão direita).


